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Пороговая активация внутрисосудистого свертывания

крови вследствие повышения пристеночного

касательного напряжения

Исследуются гидродинамические механизмы запуска плазменного звена системы
свертывания крови в стенозированных сосудах в широком диапазоне значений числа
Рейнольдса (Re ∈ (50, 350)). Активация свертывания происходит в ответ на инфильтра-
цию прокоагулогических факторов, нарабатывающихся в прилегающей к сосуду тка-
ни. Проницаемость сосудистой стенки полагается зависящей от величины касательного
напряжения. Показано, что в интенсивных течениях активация плазменного звена си-
стемы свертывания может иметь место как при уменьшении скорости кровотока, так
и при ее увеличении. Обсуждается возможное клиническое значение полученных ре-
зультатов.
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1. Введение

В настоящей работе построена математическая модель активации свертывания крови
в стенозированных сосудах. До настоящего времени теоретические исследования тромбо-
образования в потоке [1–7] проводились в предположении, что скорость поступления пер-
вичных прокоагулогических факторов в кровоток не зависит от параметров, характеризу-
ющих внутрисосудистое течение. Экспериментальные данные, однако, свидетельствуют о
том, что проницаемость сосудистой стенки для первичных прокоагулянтов, а значит, и ско-
рость их поступления в кровоток может увеличиваться с увеличением интенсивности гид-
родинамического потока крови [8,9]. Кроме того, обнажение субэндотелиальных структур
в результате повреждения эндотелия под действием касательных напряжений открывает
дорогу для протекания реакций контактной активации каскада свертывания крови.

Особенно важную роль такого рода процессы, по-видимому, играют в сосудах, содер-
жащих атеросклеротические бляшки. В литературе неоднократно описаны сценарии ак-
тивации тромбообразования, связанные с разрывом атеросклеротических бляшек. Одним
из ключевых факторов, приводящих к разрыву, является увеличение пристеночного каса-
тельного напряжения в зоне стеноза в результате интенсификации кровотока. В результате
разрыва тромбогенное содержимое бляшки оказывается в крови и способно вызывать за-
пуск ее свертывания [8,9].

Целью данной работы было теоретическое изучение описанного выше гидродинамиче-
ского механизма запуска внутрисосудистого свертывания крови.

2. Постановка задачи

2.1. Уравнения и граничные условия

Рассматривался поток крови в двумерном сосуде с локальным сужением. Форма суже-
ния аппроксимировалась функцией Гаусса (см. рис. 1):

𝑓(𝑥) = 𝐿𝑦(1− 𝑠)𝑒−
𝑥2

2𝑑2 , (1)
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где 𝑥 — координатная ось, направленная вдоль сосуда, 𝑦 — поперек сосуда, 𝐿𝑦 — попереч-
ный размер сосуда, 𝑠 = (𝐻/𝐿𝑦) ∈ (0; 1) — степень открытости стенозированного сосуда,
𝐻 — минимальный размер просвета сосуда, а 𝑑 — характерная ширина стенозированного
участка (см. рис. 1).

Рис. 1. Геометрия рассматриваемого участка сосуда. 𝐿𝑥 — его продольный размер, 𝐿𝑦 — поперечный
размер, 𝐻 — характерный размер просвета. Символами Γ+ и Γ− обозначены верхняя и нижняя
границы сосуда. Γ𝑖𝑛 и Γ𝑜𝑢𝑡 — обозначения левой и правой границ

Полагалось, что нижняя стенка сосуда проницаема для первичного активатора свер-
тывания крови. Для описания процесса инфильтрации первичного прокоагулянта в поток
через нижнюю границу Γ− в модели использовалось следующее граничное условие:

−𝐷𝜕𝑢

𝜕𝑛⃗

⃒⃒⃒⃒
Γ−

= 𝜇(|𝛾|)
(︀
𝑢0 − 𝑢|Γ−

)︀
≈ 𝜇(|𝛾|)𝑢0, (2)

где 𝜕
𝜕𝑛⃗

⃒⃒
Γ−

— производная по нормали к Γ−, 𝑢0 — параметр, отображающий уровень пер-

вичного прокоагулянта в прилегающей к сосуду ткани, а 𝑢|Γ− — концентрация первичного
активатора в потоке непосредственно у границы Γ−. Поскольку в работе рассматриваются
интенсивные течения, полагалось, что 𝑢0 ≫ 𝑢|Γ− .

При этом проницаемость 𝜇 нижней стенки зависела от пристеночного касательного
напряжения |𝛾| следующим образом:

𝜇 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜇1, |𝛾| ≤ 𝛾1,

|𝛾| − 𝛾1
𝛾2 − 𝛾1

(𝜇2 − 𝜇1) + 𝜇1, 𝛾1 < |𝛾| < 𝛾2,

𝜇2, |𝛾| ≥ 𝛾2.

(3)

Течение крови полагалось установившимся. Система уравнений, описывающая распре-
деление скоростей 𝑉⃗ и давлений 𝑝 внутри сосуда, имела вид [10]:

(︁
𝑉⃗ , ∇⃗

)︁
𝑉⃗ = −1

𝜌
∇⃗𝑝+ 𝜈∇2𝑉⃗ , (4)(︁

∇⃗, 𝑉⃗
)︁
= 0, (5)

где 𝜈 — кинематическая вязкость крови, а 𝜌 — ее плотность.

В основу описания процессов свертывания крови легла модель, развитая в работах [5,
11–14]. Уравнения кинетики каскада свертывания с учетом диффузии и конвективного
переноса имели следующий вид:
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𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −𝑘𝑑𝑢+𝐷𝑢∇2𝑢−

(︁
𝑉⃗ , ∇⃗

)︁
𝑢, (6)

𝜕𝜃

𝜕𝑡
= 𝑘𝑢𝑢+

𝛼𝜃2

𝜃 + 𝜃0
− 𝜒1𝜃 − 𝛾𝜃𝜙+𝐷𝜃∇2𝜃 −

(︁
𝑉⃗ , ∇⃗

)︁
𝜃, (7)

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛽𝜃

(︁
1− 𝜙

𝑐

)︁(︃
1 +

(︂
𝜙

𝜙0

)︂2
)︃

− 𝜒2𝜙+𝐷𝜙∇2𝜙−
(︁
𝑉⃗ , ∇⃗

)︁
𝜙, (8)

𝜕𝑀1

𝜕𝑡
= 𝑘𝑔𝐹𝑔𝜃 − 𝑘𝑟𝑀1 +𝐷𝑓∇2𝑀1 − 𝑏𝑝

(︁
𝑉⃗ , ∇⃗

)︁
𝑀1, (9)

𝜕𝑀2

𝜕𝑡
= 𝑘𝑔𝐹𝑔𝜃 + 4𝑘𝑝(𝑀2 +𝑀1)

2 − 𝑘𝑏
3

(︂
𝑀2

2

𝑀1
−𝑀1

)︂
− 𝑘𝑟𝑀2 +𝐷𝑓∇2𝑀2 − 𝑏𝑝

(︁
𝑉⃗ , ∇⃗

)︁
𝑀2, (10)

где 𝑢 — концентрация первичного активатора свертывания, поступающего из прилегаю-
щей к сосуду ткани, 𝜃 — концентрация ключевого фактора свертывания тромбина, а 𝜙 —
его ингибитора [11–13]. 𝑀1 и 𝑀2 — первый и второй моменты распределения фибрин-
полимеров [5, 14]:

𝑀𝑛 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝑛𝐹𝑘, 𝑛 = 1, 2. (11)

Первый момент отражает общее количество мономеров фибрина, а 𝑁𝑤 = 𝑀2/𝑀1 —
среднее количество мономеров в полимерных клубках. Средневзвешенный вес 𝑀𝑤 поли-
мерных клубков фибрина дается выражением 𝑀𝑤 = 𝑚0𝑁𝑤, где 𝑚0 — масса мономера
фибрина [15].

Известно, что в ряде случаев уравнения, описывающие полимеризацию, допускают
решения, при которых второй момент 𝑀2 неограниченно возрастает за конечное время.
Расходимость 𝑀2 (а вместе с ним и 𝑁𝑤) принято связывать с гелеобразованием — форми-
рованием полимерной молекулы, включающей в себя значительную часть всех мономеров
в системе и обладающей молекулярным весом, несоизмеримо большим по сравнению с мо-
лекулярным весом ее мономеров [16].

Малые значения 𝑁𝑤 соответствуют состояниям, в которых в системе присутствуют
только микроскопические полимерные молекулы. В случае полимеризации фибрина по-
следним могут быть поставлены в соответствие микросгустки фибрина (микротромбы).

Обозначим критическое значение 𝑁𝑤, при котором характерный размер сгустков фиб-
рина становится сравним с характерным расстоянием между отдельными сгустками, сим-
волом 𝑁𝑤 𝑝𝑜𝑙. Очевидно, что достижение величиной 𝑁𝑤 значения 𝑁𝑤 𝑝𝑜𝑙 может служить
критерием запуска процессов макроскопического тромбообразования.

Коэффициенты диффузии моментов распределения фибрина в уравнениях (9) – (10)
полагались зависящими от 𝑁𝑤:

𝐷𝑓 = 𝐷 · 1

𝑁𝑤
· 1

1 +𝑁𝑤/𝑁𝑤 𝑝𝑜𝑙
. (12)

Выражение (12) в двух предельных случаях согласуется с известными результатами:
при𝑁𝑤 ≪ 𝑁𝑤 𝑝𝑜𝑙 (случай коротких полимерных цепей)𝐷𝑓 ∝ 𝑁−1

𝑤 [15,17], а при𝑁𝑤 ≫ 𝑁𝑤 𝑝𝑜𝑙

(случай длинных цепей) 𝐷𝑓 ∝ 𝑁−2
𝑤 [18, 19].

Считалось, что характер взаимодействия полимерных молекул с гидродинамическим
потоком зависит от числа мономерных звеньев в молекуле. Молекулы, имеющие разный
молекулярный вес, вообще говоря, по-разному увлекаются потоком. Для отражения этой
зависимости в уравнения (9) – (10) был введен «коэффициент увлечения потоком» 𝑏𝑝:

𝑏𝑝 =
1

1 +𝑁𝑤/𝑁𝑤 𝑝𝑜𝑙
. (13)
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Полагалось, что жидкость поступает в рассматриваемый участок сосуда слева, а по-
кидает его справа (см. рис. 1). В качестве условия на скорость потока на левой границе
задавался пуазейлевский профиль:

𝑉𝑥|Γ𝑖𝑛 =
4𝑉0
𝐿2
𝑦

𝑦(𝐿𝑦 − 𝑦), (14)

𝑉𝑦|Γ𝑖𝑛 = 0. (15)

На верхней Γ+ и нижней Γ− стенках скорость потока принималась равной нулю. На
правой границе давление принималось равным нулю.

Значения переменных 𝑢, 𝜃, 𝜙,𝑀1 и𝑀2 на левой границе сосуда во все моменты времени
полагались равными нулю. На правой границе на них накладывались условия равенства
нулю градиента, традиционно используемые при моделировании реагирующих течений для
границ, на которых течение покидает область задачи [20,21].

В начальный момент времени значения переменных 𝑢, 𝜃, 𝜙,𝑀1 и𝑀2 в сосуде полагались
равными нулю.

Проницаемость стенок сосуда для тромбина (𝜃), ингибитора (𝜙) и моментов фибрина
полагалась ничтожно малой. Проницаемость верхней стенки для первичного активатора
свертывания полагалась ничтожно малой («здоровая ткань»).

Численные значения параметров представлены в табл. 1 (см. приложение A).

2.2. Процедура обезразмеривания

С помощью следующей замены переменных:

𝑋 = 𝑥/𝐿𝑦, 𝑌 = 𝑦/𝐿𝑦, 𝑣𝑥 = 𝑉𝑥/𝑉0, 𝑣𝑦 = 𝑉𝑦/𝑉0,

𝑇 = 𝑡(𝛼− 𝜒1), 𝑃 = 𝑃/(𝜌𝑉 2
0 ), 𝑚1 =𝑀1𝑘𝑝/𝑘𝑟, 𝑚2 =𝑀2𝑘𝑝/𝑘𝑟

𝑈0 = 𝑘𝑢𝑢/ [(𝛼− 𝜒1)𝜃0] , 𝑈1 = 𝜃/𝜃0, 𝑈2 = 𝜙/𝜙0,

(16)

уравнения (4) – (10) были приведены к безразмерному виду (см. приложение B).

Граничное условие (2) и формула (3), описывающие процесс инфильтрации первичного
прокоагулянта в поток через нижнюю границу Γ−, в безразмерном виде выглядят следу-
ющим образом:

− 𝜈

𝑃𝑟

𝜕𝑈0

𝜕𝑁⃗

⃒⃒⃒⃒
Γ−

= 𝜇̃(|𝛾|), (17)

𝜇̃ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜇̃1, |𝛾| ≤ 𝛾1,

|𝛾| − 𝛾1
𝛾2 − 𝛾1

(𝜇̃2 − 𝜇̃1) + 𝜇̃1, 𝛾1 < |𝛾| < 𝛾2

𝜇̃2, |𝛾| ≥ 𝛾2,

, (18)

где 𝑁⃗ = 𝑛⃗/𝐿𝑦, а 𝜇̃𝑖 = 𝜇𝑖𝑢0 · 𝑘𝑢
𝐿𝑦(𝛼−𝜒1)2𝜃0

, 𝑖 = 1, 2.

3. Методы

При численном решении системы уравнений (6) – (10) использовался метод разделения
по физическим процессам [20]. На первом полушаге рассчитывались процессы массопере-
носа в системе (конвекция и диффузия), а на втором учитывались реакционные процессы
наработки факторов свертывания крови.

Расчет производился на неструктурированных сетках, содержащих четырехугольни-
ки и треугольники [20, 22]. Сетки генерировались в открытой программе SALOME [23].
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Использовались сетки с дополнительным измельчением размера ячеек у стенки в окрест-
ности бляшки.

Дискретизация уравнений в частных производных производилась с использованием ме-
тода конечных объемов [22]. Для представления членов, описывающих процессы конвек-
тивного массопереноса в системе, использовался метод разностей против потока [22]. Для
коррекции ошибок в потоковых членах, вызванных неортогональностью сетки, применя-
лась специальная процедура коррекции [24]. Поле скоростей и давлений находилось из
уравнений (4) – (5), решение которых производилось с помощью алгоритма SIMPLE [22].
Критерием сходимости численного расчета являлось условие, что невязка1 𝑟𝑛 не превышает
10−7: 𝑟𝑛 ≤ 10−7.

Для решения обыкновенных дифференциальных уравнений использовался метод диф-
ференцирования назад 5-го порядка точности с адаптивным шагом [20].

Программная реализация численных процедур осуществлялась с использованием биб-
лиотек открытых кодов OpenFOAM [25] и sundials [26]. Графическое представление резуль-
татов расчетов производилось с помощью программы gnuplot [27].

4. Результаты

В данной работе исследовалось влияние скорости кровотока на запуск процес-
сов тромбообразования при различных уровнях инфильтрации прокоагулянта в поток.
Интенсивность кровотока определялась числом Рейнольдса Re, а инфильтрация первич-
ного прокоагулянта — безразмерным параметром 𝜇̃2:

Re =
V0Ly

𝜈
, 𝜇̃2 = 𝜇2u0 ·

ku
Ly(𝛼− 𝜒1)2𝜃0

. (19)

Численный анализ построенной модели позволил обнаружить, что в рассматриваемой
системе могут реализоваться режимы двух типов. В режимах первого типа в сосуде уста-
навливается стационарное распределение переменных задачи. При этом 𝑁𝑤 во всей рас-
четной области меньше критического и жидкое состояние крови является устойчивым.
В режимах второго типа за конечное время значение 𝑁𝑤 в некоторой области сосуда до-
стигает критического значения 𝑁𝑤 𝑝𝑜𝑙. В такого рода случаях в сосуде происходит запуск
макроскопического тромбообразования.

Параметрическая диаграмма, отражающая область существования режимов различных
типов, приведена на рис. 2. Из рисунка видно, что параметрическая плоскость (Re; 𝜇̃2)
разбита на две непересекающиеся области: область «I», соответствующая режимам первого
типа, и область «II», соответствующая режимам второго типа. Между областями лежит
«серая зона», в которой затруднен поиск тонкой структуры границы раздела областей.

Проведенные расчеты показали, что запуск процессов тромбообразования происходит
пороговым образом.

Действительно, из рис. 2 видно, что для того, чтобы в системе была возможна гидро-
динамическая активация свертывания (активация за счет изменения гидродинамическо-
го параметра Re), необходимо, чтобы параметр 𝜇̃2 был больше определенного порогового
значения 𝜇̃2 min. Иными словами, при достаточно низкой интенсивности впрыска проко-
агулянта активация системы свертывания невозможна в исследованном диапазоне чисел
Рейнольдса.

При 𝜇̃2 > 𝜇̃2 min диапазон чисел Рейнольдса, в котором возможен запуск процессов
желирования, ограничен как сверху, так и снизу. То есть система обладает двумя порогами
гидродинамической активации свертывания.

Пусть 𝜇̃2 > 𝜇̃2 min зафиксировано, а число Рейнольдса Re постепенно повышается, на-
чиная с малых значений, т.е. изображающая точка системы движется слева направо вдоль
горизонтальной траектории на рис. 2 (прямая 𝐴𝐵). После пересечения вертикальной линии

1Cпособ вычисления невязки описан в [24].
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Re𝛾1 на стенке сосуда появляется область, на которой касательное напряжение превосхо-
дит значение 𝛾1. Дальнейшее увеличение числа Рейнольдса Re приводит к увеличению
размеров данного участка и к увеличению скорости поступления первичного активато-
ра в кровоток. При Re > Re1 скорость впрыска увеличивается настолько, что значение
𝑁𝑤 = 𝑀2/𝑀1 достигает критического значения 𝑁𝑤 𝑝𝑜𝑙 и наблюдается запуск процессов
макроскопического тромбообразования.

Рис. 2. Параметрическая диаграмма режимов поведения системы свертывания крови («язык свер-
тывания»). Диаграмма отражает влияние интенсивности впрыска активирующих веществ (𝜇̃2) и
скорости потока (Re) на активацию системы свертывания. Когда изображающая точка на диа-
грамме находится справа от линии «Re𝛾1

» («Re𝛾2
»), на поверхности бляшки существует участок,

на котором касательное напряжение превосходит значение, равное 𝛾1 (𝛾2). Для режимов, изобража-
ющая точка которых находится справа от линии Re0, в системе имеет место образование застойной
зоны за бляшкой

При значениях числа Рейнольдса, превышающих Re2, изображающая точка находится
вне зоны «II» — макроскопического тромбообразования нет. В системе доминирует конвек-
тивный снос реагентов, значение 𝑁𝑤 𝑝𝑜𝑙 не достигается, и жидкое состояние крови устой-
чиво.

5. Обсуждение

В данной работе исследовалось влияние гидродинамических параметров на запуск
тромбообразования в локально стенозированном сосуде. Предполагалось, что активация
свертывания происходит в ответ на инфильтрацию в кровоток прокоагулогических факто-
ров, нарабатывающихся в поврежденной атеросклерозом ткани сосуда [9, 28–30].

Полагалось, что локальное повышение пристеночного касательного напряжения сопро-
вождается повышением проницаемости сосудистой стенки для первичных прокоагулянтов.
Указанное увеличение проницаемости можно ассоциировать с наблюдаемыми в клини-
ческой практике явлениями растрескивания и разрыва атеросклеротических бляшек [8].
Известны также ситуации, в которых проницаемость сосудистой стенки повышается не
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вследствие разрыва слоев интимы сосуда, а в результате ее обратимого механического рас-
тяжения [31].

В работе показано, что для того, чтобы в системе могла иметь место гидродинамическая
активация свертывания, необходимо, чтобы выполнялось условие 𝜇̃2 > 𝜇̃2 𝑚𝑖𝑛. Этот вывод
согласуется с представлением о пороговом характере функционирования системы сверты-
вания крови, а именно с теоретическими результатами, полученными для случая сверты-
вания крови в системах с полным перемешиванием [14,32, 33], реакционно-диффузионных
системах [11, 12], а также системах с медленным (Re ≪ 1) конвективным массоперено-
сом [2,3].

При исследовании влияния скорости кровотока на порог активации системы свертыва-
ния в области Re ≪ 1 было показано, что ускорение кровотока всегда затрудняет актива-
цию системы свертывания [2,3].

В данной работе продемонстрировано, что в интенсивных течениях к активации свер-
тывания крови может приводить как уменьшение, так и увеличение скорости кровотока
(см. рис. 2). Область, в которой имеет место запуск процессов тромбообразования, имеет
вид «языка». При этом по параметру 𝜇̃2 у области «II» имеется ограничение только снизу.

При низкой интенсивности кровотока касательное напряжение на стенке бляшки мень-
ше величины 𝛾1 (см. формулу 3), вследствие чего первичный активатор практически не
попадает в поток. Интересно, что левая граница «языка свертывания» является практиче-
ски вертикальной. Указанная граница при увеличении 𝜇̃2 асимптотически приближается
справа к вертикальной линии Re𝛾1 . Порог запуска тромбообразования на левой границе
определяется величиной пристеночного касательного напряжения и слабо зависит от 𝜇̃2.

Из рис. 2 видно, что при достаточно высоких скоростях потока активации тромбообразо-
вания не происходит. В этом случае конвективный снос веществ доминирует над процессами
нуклеации, ведущих к образованию фибриновых сгустков. Значение числа Рейнольдса, при
котором жидкое состояние крови становится устойчивым, сильно зависит от интенсивности
впрыска первичных прокоагулянтов, определяемой параметром 𝜇̃2 (правая граница «язы-
ка свертывания» является наклонной). Таким образом, показано, что в системе возможны
режимы, в которых «разрыв» бляшки происходит, а тромбообразование, тем не менее, не
запускается. Режимы такого рода, по-видимому, соответствуют клинически бессимптом-
ным разрывам атеросклеротических бляшек [34–36].

Полученные результаты позволяют расширить представления о механизмах активации
системы свертывания в интенсивных потоках. В частности, в работе показано, что увеличе-
ние скорости поступления прокоагулогических факторов в поток, обусловленное увеличе-
нием проницаемости стенки сосуда при интенсификации кровотока, способно вызвать мак-
роскопическое тромбообразование в широком диапазоне параметров задачи. Предложенная
в работе модель позволяет, с единых позиций, интерпретировать как тромбоз, ассоцииро-
ванный с разрывом (растрескиванием) атеросклеротических бляшек, так и феномен их
бессимптомного разрыва.
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Приложение

A. Значения параметров

Т а б л и ц а 1

Значения параметров

Параметр Значение Параметр Значение
𝛼 2 мин−1 𝑘𝑏 0.1 мин−1

𝜃0 5 нМ 𝑁𝑤 𝑝𝑜𝑙 1 · 105
𝜒1 0.05 мин−1 𝐹 0

𝑔 9 · 103 нМ
𝛾 5 (нМ · мин)−1 𝐷𝑢 2 · 10−5 см2/мин
𝛽 1.5 · 10−3 мин−1 𝐷𝜙 2 · 10−5 см2/мин
𝑐 5 нМ 𝐷𝜃 2 · 10−5 см2/мин
𝜀𝑔 10−4 мин−1 𝐷𝑔 2 · 10−5 см2/мин
𝜙0 0.05 нМ 𝐷 2 · 10−5 см2/мин
𝜒2 0.35 нМ 𝑘𝑑 10−4 мин−1

𝑘𝑔 3 · 10−4 (нМ · мин)−1 𝑘𝑢 103 мин−1

𝑘𝑝 1.5 · 10−2 (нМ · мин)−1 𝑘𝑟 1 мин−1

𝛾1 10 дин/см2 𝜇1 2 · 10−12 см/с
𝛾2 20 дин/см2 𝑢0 100 нМ
𝜈 5 · 10−2 см2/с 𝜌 1 г/см3

𝐿𝑥 7.5 см 𝐿𝑦 1 см
𝐻 0.5 см 𝑑 0.5 см
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B. Безразмерный вид уравнений(︁
𝑣⃗,

˜⃗∇
)︁
𝑣⃗ = − ˜⃗∇𝑃 +

1

Re
∇̃2𝑣⃗, (20)(︁

˜⃗∇, 𝑣⃗
)︁
= 0, (21)

𝜕𝑈0

𝜕𝑇
= −𝑘0𝑈0 +

𝜈

𝑃𝑟
∇̃2𝑈0 − Re𝜈 ·

(︁
˜⃗∇, 𝑣⃗

)︁
𝑈0, (22)

𝜕𝑈1

𝜕𝑇
= 𝑈0 +

𝑈1(𝑈1 − 𝑘1)

𝑈1 + 1
− 𝑔𝑈1𝑈2 +

𝜈

𝑃𝑟
∇̃2𝑈1 − Re𝜈 ·

(︁
˜⃗∇, 𝑣⃗

)︁
𝑈1, (23)

𝜕𝑈2

𝜕𝑇
= 𝑏𝑈1

(︀
1 + 𝑈2

2

)︀
(1− 𝑒𝑈2)− 𝑘2𝑈2 +

𝜈

𝑃𝑟
∇̃2𝑈2 − Re𝜈 ·

(︁
˜⃗∇, 𝑣⃗

)︁
𝑈2, (24)

𝜕𝑚1

𝜕𝑇
= 𝑚 (𝜎𝑈1 −𝑚1) +

𝜈

𝑃𝑟
∇̃2𝑚1 − Re𝜈 ·

(︁
˜⃗∇, 𝑣⃗

)︁
𝑚1, (25)

𝜕𝑚2

𝜕𝑇
= 𝑚

(︂
𝜎𝑈1 + 4(𝑚1 +𝑚2)

2 − 1

3
𝜔

(︂
𝑚2

2

𝑚1
−𝑚1

)︂
−𝑚2

)︂
+

𝜈

𝑃𝑟
∇̃2𝑚2−

− Re𝜈 ·
(︁
˜⃗∇, 𝑣⃗

)︁
𝑚2. (26)

Здесь введены следующие обозначения:

Re = V0Ly/𝜈, 𝑘0 = 𝑘𝑑/(𝛼− 𝜒1), 𝑏 = 𝜃0𝛽/[(𝛼− 𝜒1)𝜙0], 𝑒 = 𝜙0/𝑐,
𝜈 = 𝜈/[𝐿2

𝑦(𝛼− 𝜒1)], 𝑘1 = 𝜒1/(𝛼− 𝜒1), 𝑔 = 𝛾𝜙0/(𝛼− 𝜒1), 𝑃 𝑟 = 𝜈/𝐷,

𝜎 = 𝑘𝑔𝐹𝑔𝜃0𝑘𝑝/𝑘
2
𝑟 , 𝑘2 = 𝜒2/(𝛼− 𝜒1), 𝑚 = 𝑘𝑟/(𝛼− 𝜒1), 𝜔 = 𝑘𝑏/𝑘𝑟,

˜⃗∇ = (𝜕/(𝜕𝑋), 𝜕/(𝜕𝑌 )) .

(27)

Помимо вышеприведенных безразмерных параметров поведение системы определяется
значениями еще семи:

𝑠, 𝑑 = 𝑑/𝐿𝑦, 𝛾1 = 𝛾1/(𝜌𝑉
2
0 ), 𝛾2 = 𝛾2/(𝜌𝑉

2
0 ), 𝜇̃1, 𝜇̃2, 𝑁𝑤 𝑝𝑜𝑙. (28)
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